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STRUCTURE DE LA PRESENTATION

» Définition et contexte de l’inférence
statistique. (le facteur humain ?)

» Définitions de concepts(est-ce fiable ?).
» Exemples pratiques(est-ce utile ?)




DEFINITION DE L’ INFERENCE STATISTIQUE

Principe : tout est probabilité !

Inférer : c’est comparer...

Hypothése : une explication anticipée,
une affirmation provisoire... une intuition ?



BASE PHILOSOPHIQUE DE L’INFERENCE STATISTIQUE

Tous les secteurs socio-économiques sont constitués de zones statistiques qui
ne peuvent inclure des renseignements exhaustifs sur toute la population. Il y
a matiere a procéder a partir d’hypothéses lorsque nous voulons élaborer de
nouvelles normes, de nouveaux programmes, des sondages, ou des que
l’incertain et/ou la variabilité sont présents.

Santé, mieux-étre et réseau de santé et
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Développement durable Secteur manufacturier

Economie Secteur minier

Education, formation et milieux de
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Energie Transport, utilisateurs et infrastructure
Environnement Travail et rémunération

Population et démographie




POURQUOI UTILISER L’INFERENCE STATISTIQUE

BIG DATA = pas toujours possible.
Données reduites (petits groupes).
Modification d’une organisation (horaires, fusion)
Données statistiques a venir sur une courte
periode de temps.

« Tester un programme a venir sur un groupe cible.
« Methodes de Monte Carlo.




GENERALITES SUR LES TESTS D’HYPQTHESES

» Le test d’hypothese est constitué en tout premier lieu d’une
hypothese nulle. On veut porter un jugement sur la base des
données analysées.

» Toute hypothese qui differe de ’hypothese nulle devient
l’hypothese alternative Ha .

» Ex : veut inclure le coult individuel annuel des consultations de
psychologues dans le contrat d’assurance :

» Hy: u=1500%
» Hy:u>1500%




ILLUSTRATION DES TESTS D’HYPOTHESE
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CONSIDERATIONS SUR LE HASARD

Dans son sens moderne, le mot hasard est originaire de ’arabe
« al-zahr » qui signifie « dés » mais sa racine étymologique est
« yasara » « jouer aux dés ». Avec le temps, il a pris la
signification de « chance » et devenu synonyme

« d’imprévisibilité » et méme dans certains cas, « d’accident ».

Dans son article « Fréquence, probabilité et hasard » paru en
1983 dans le Journal de la Societé statistique de Paris, M.
Maurice Allais allegue que si nous pouvons déterminer des lois
mathématiques qui peuvent expliquer trés souvent avec une
grande précision les phénoménes dits « aléatoires », le
concept de hasard devient par le fait méme un jugement

purement subjectif. Maurice Allais
(1911-2010)




LE PLAN D’EXPER|ENCE DE RONALD FISHER (desigh experiment)

(origine des tests d’hypotheses ?)

Ronald Fisher(1890-1962) (génétique, estimation par le

maximum de vraisemblance, [’analyse de variance)

Dans le livre intitulé « the design of experiments (1935)
», Ronald Fisher décrit une expérimentation aléatoire
qui a eu lieu dans les années 20 a l'université de
Cambridge (Angleterre) au cours de laquelle, une amie
de M. Fisher (la Dre Muriel Bristol) affirmait étre
capable de discerner lequel du thé ou du lait était
versé en premier dans une tasse.

Sur le coup, M. Fisher planifia une expérience durant laquelle Mme Bristol
choisirait au hasard 4 tasses de thé sur 8 placées sur une table dont 4 avaient
eu le thé versé en premier et les 4 autres avaient eu le lait versé en dernier.

Non seulement Mme Bristol réussit-elle a déterminer de facon parfaite
’ordonnancement des ingredients pour les 4 tasses mais elle poursuivit et
reussit a le faire pour les 4 autres tasses.

Malgré ce succes de Mme Bristol, M. Fisher n’a pas été satisfait du test!
Pourquoi?



COMBINATOIRE DU PLAN D’EXPERIENCE DE M. FISHER
loi hypergéomeétrique (tirages sans remises)
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Le résultat n’est pas concluant a cause du trop peu d’essais
que comportait I’expérience car la différence entre 3 et 4
succes est trop grande. Uniquement en utilisant 10 succes
sur 20 possibilités, I’écart est de beaucoup réduit.



Nécessité de définir des concepts
pour |’inférence statistique

Le coefficient de dissymétrie.

Le coefficient d’aplatissement.

Les méethodes de Monte Carlo.

Les tests non parameétriques.



LE COEFFICIENT DE DISSYMETRIE (SKEWNESS)

— n n 3/2 xi_fw 3 . ’
V1= e =1 Wi (—Sw ) (estimateur centre dans SAS).

= 0 : indique que la distribution est centrée sur la loi normale.

> 0 : indique que la distribution penche vers la gauche avec une
courbe s’étendant vers la droite.

< 0 : indique que la distribution penche vers la droite avec une
courbe s’étendant vers la gauche.




Le Kurtosis ou coefficient d’aplatissement

n(n+1) n 2 (xi—fw)4 __3(n-1)?
s

‘ Y2 = Dz s Bi=1 Vi D 3) (estimateur centre)

= 0 indique que la distribution est mésokurtique c’est-a-dire qu’elle est égale
en tout point a la loi normale centrée réduite.

> 0 indique que la distribution est leptokurtique c’est-a-dire qu’elle est plus
pointue que la loi normale.

< 0 indique que la distribution platykurtique c’est-a-dire qu’elle est plus
aplatie que la loi normale.
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Tracer des fonctions de densité afin de verifier les
valeurs du Kurtosis

data work.Sim; Title 'Histogramme de la loi ’;
call streaminit(123); /*source PROC SGPLOT data=work.sim;
racine*/ histogram y; /* trace la loi simulée*/
do i =1 to 50000; density y; /*trace la loi de densité normale*/
* simule la loi uniforme; density y / type=kernel; /*trace la loi de
y = RAND('UNIFORM) ; densité*/
output; keylegend / location=inside position=topright;
end; run;
run;
« Autres lois : y = RAND(NORMAL) y = RAND(NORMAL)  PTOC means data=work.sim n skew kurt;
; vary;
run;
I Utilite

Pour comparer ces lois de distributions aux données que vous analysez



Illustration du Kurtosis : simulations de Monte Carlo

Histogram of Pi_Hat Estimates Histogramme distribution normale Histogramme distribution de Laplace
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LOI UNIFORME LOI NORMALE LOI DE LAPLACE
Analysis Variable : y Analysis Variable : y Analysis Variable : y
N Skewness Kurtosis N  Skewness Kurtosis N Skewness Kurtosis
50000 -0.0078613 -1.2102862 50000 0.0059260 -0.0042288 50000 -0.0476862 2.9423437

Graphiques obtenus par SAS a l’aide de la méthode de Monte Carlo. 50 000
simulations aléatoires par loi que ’on veut tracer :
(y = RAND('UNIFORM) ;y = RAND('NORMAL') ; y = RAND('LAPLACE) ;)




LES SIMULATIONS DE MONTE CARLO - ORIGINES
STANISLAW MARCIN ULAM (Pologne 1909-1984)

Mathématicien américain d'origine juive polonaise. Au milieu de la guerre,
en 1943, son ami John von Neumann linvita a rejoindre les physiciens du
Laboratoire national de Los Alamos, au Nouveau-Mexique, qui
construisaient secretement des armes atomiques. Il aida a développer la
théorie qui permit la bombe a hydrogene. Il suggéra demployer la
méthode de Monte-Carlo pour évaluer les intégrales mathématiques
difficiles qui apparaissent en modélisant les réactions nucléaires en
chaine. Cette suggestion conduisit au développement de la méthode de
Monte-Carlo par Von Neumann, Metropolis, et d'autres.

JOHN VON NEUMANN (Hongrie 1903-1957)

Mathématicien et physicien américano-hongrois. Il savait lire a 2
ans, parlait a son pere en grec ancien a 6 ans et avait lu et retenu
par coeur les 44 volumes de U’encyclopédie universelle a 8
ans(mémoire éidétique). Il a apporté d'importantes contributions
tant en meécanique quantique qu'en analyse fonctionnelle, en
théorie des ensembles, en informatique, en sciences économiques
ainsi que dans beaucoup d'autres domaines des mathématiques et
de la physique. Il a de plus participé aux programmes militaires
ameéricains.




CONCEPT IMPORTANT :
LE THEOREME CENTRAL LIMITE

» Soit une suite de variables aléatoires X1, X2, ..., Xn indépendantes et de

o

X,—m
Y, = ~N(0;1)

» On dit que la variable aléatoire Y converge en loi vers la loi
normale centrée réduite. Nous allons déemontrer pratiquement




MONTE CARLO VERS THEOREME CENTRAL LIMITE
simulation de 20 000 000 d’observations en 10 000 echantillons

%let NbObs = 2000: /* calcul de 10 000 moyennes )

%let NbEchant = 10000: correspondant aux 10 000 echantillons */

/* simulations de 10 000 proc means data=Sim noprint;

echantillons de 2 000 by SamplelD;

observations */ var x;

data Sim: output out=OutStats mean=SampleMean;

call streaminit(123); run;

do SamplelD =1 to . e : . x

&NbEchant: /* fin de la s1mulat1,on de Monte Carlo */
/* Impression des resultats */

doi =1 to &NbObs;

x = rand("Uniform”); *ods select Moments Histogram;

output; proc univariate data=OutStats;

end; label SampleMean = "Moyenne échantilonale de

end; la loi uniforme U(0,1)";

run; var SampleMean;

histogram SampleMean / normal;
run;



HISTOGRAMME DE LA LOI DE DISTRIBUTION
UNIFORME (50 000 TIRAGES)

Histogram of Pi_Hat Estimates
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HISTOGRAMME DE LA LOI DE DISTRIBUTION
EXPONENTIELLE (50 000 tirages)

Histogramme distribution de Laplace
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Monte Carlo vers théoreme central limite :
histogramme de la repartition des simulations

Distribution of SampleM ean

. Ny

Percent
L
T

T T T T T T T T T T T
04778 04823 04868 04913 04958 05003 05048 0.5093 05138 05183 0.5228
Moyenne échantilonale de la loi uniforme U(0,1)

[Curve Normal(Mu=0.5001 Sigmea=0.0065) |

Distribution of SampleM ean

=~

Percent
N
T

T T T T T T T T T T T T
09175 09325 09475 09625 09775 09925 1.0075 1.0225 1.0375 1.0525 1.0675 1.0825
Moyenne échantilonale de la loi exponentielle

[Curve Normal (M u=0.9997 Sigma=0.0224) |

Moments
N 10000 Sum Weights 10000
Mean 0.500 Sum Observ. 5000.56
Std Deviation 0.0064 Variance 0.0004
Skewness 0.0425 Kurtosis -0.0992

Moments
N 10000 Sum Weights 10000
Mean 0.9997 Sum Observ. 9996.84
Std Deviation 0.0224 Variance 0.0005

Skewness 0.0315 Kurtosis -0.0319



LES SIMULATIONS DE MONTE CARLO - CONCLUSION

Simuler une loi des centaines, des milliers
et méme
des millions de fois
est un processus convergent.
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P-value<0.05 ?

Ceci indique une infime
probabilité de trouver
une valeur plus éloignée
de ce que vous voulez

tester en Hy




PROC UNIVARIATE : tests non parameétriques
’option « NORMAL » - Examinez toujours la p-value

Tests for Normality Tl e
7
Test Statistic p Value / \X
Shapiro-Wilk w 0.9992 Pr<W 0.5534 . /7_ \
Kolmogorov-Smirnov D 0.010906 Pr>D >0.1500 ° f \
Cramer-von Mises W-Sq 0.031399 Pr>W-Sq >0.2500 gl?)(
Anderson-Darling A-Sq 0.228232 Pr>A-Sq >0.2500 ‘- .'2 ; ) —
Tests for Normality o] | ogm ———
/ - \\\
Test Statistic p Value N _ —__71;:‘:-\_\:\?:
Shapiro-Wilk W  0.957233 Pr<W <0.0001 ; a
Kolmogorov-Smirnov D 0.058917 Pr>D <0.0100 ) /
Cramer-von Mises W-Sq 2.692447 Pr>W-Sq <0.0050 | / /ff"
Anderson-Darling A-Sq 20.18681 Pr>A-Sq <0.0050 = —




Les exemples pratiques




PREVOIR LE COUT DE RECLAMATIONS
D’UN NOUVEAU MEDICAMENT




» Colt moyen par dossier : 8194,98 S et moyenne de 100 dossiers par année.

Prévoir le colt des réclamations d’un médicament

prometteur contre la fibromyalgie (période de test)
Exemple pratique de Monte Carlo

Problématique : un vérificateur s’apercoit que les réserves financieres
annuelles pour fournir ce médicament ne sont pas appropriées.

Beaucoup de variance dans les reclamations.

Le cout des réclamations suit une loi lognormale. Défn : In(X) ~N(u, o).

Percent




Cout des réclamations suite..
quelques statistiques par PROC UNIVARIATE
Les administrateurs s’apercoivent que le programme informatique estime

le colt total par année en se basant essentiellement sur le colt annuel
moyen par dossier.

Moments
N 1000 Sum Weights 1000
Mean 8194.98704 Sum Observations 8194987.04
Std Deviation 11810.9284 Variance 139498029
Skewness 5.40502728 Kurtosis 46.039955
Uncorrected SS 2.06516E11 Corrected SS 1.39359E11
Coeff Variation 144.12382 Std Error Mean 373.494349
Tests for Normality

Test Statistic p Value

Shapiro-Wilk ) 0.536299 Pr < W <0.0001
Kolmogorov-Smirnov D 0.250979 Pr > D <0.0100
Cramer-von Mises W-Sq 21.61468 Pr > W-Sq <0.0050

Anderson-Darling A-Sq 115.7551 Pr > A-Sq <0.0050




Cout des réclamations - simulations des 10 prochaines annéees

data wqu.lognormal; Obs Replicate _FREQ_ cost
do i=1 to 1000; 1 1 100 7647.18
cost=5000*rand(‘'lognormal’); 5 5 100 7050.62

output;

end: 3 3 100 9467.71
run; 4 4 100 7211.01
/* échantillons 100 réclamations sur 10 ans 5 5 100 7400.33
"/ 6 6 100 8655.01
proc surveyselect data=work.lognormal 7 7 100 6968.47
out=work.outcome seed=4588471 8 8 100 7102.67

method=srs sampsize=100 reps=10; '
9 9 100 9794.69

run;

—_
o

10 100 7677.74

proc means data=work.outcome noprint;
var cost;

by replicate;

output out=result mean=;

run;

Il peut y avoir une variation
annuelle de plus de 2 800 $ et
I’écart sur 100 dossiers serait de
I’ordre de 280 000 S. Il doit donc y
avoir une réserve actuarielle en
conséquence.



ENQUETE MORTUAIRE IMPROVISEE
Esperance mathématique de vie = 82,7 ans

< —m Fo
o—b




Enquéte mortuaire improvisée... Les avis de déces dans le journal
Le Soleil du 6 octobre 2017 : age de 24 personnes decedees.

data work.lesoleil; L’expérience consiste a relever

input genre $1. an; ’année de naissance des

age=2017-an: individus, de calculer ’age

datalines: approximatif moyen de ces déeces

£1933 a la moyenne 2016 publiées par

£1922 ’institut de la statistique du
Québec.

h 1930
f 1945

run;



ENQUETE MORTUAIRE IMPROVISEE : LE CODE

proc means data=work.lesoleil vardef=df fw=8 maxdec=2
alpha=0.1 n min max mean std stderr clm skew kurt mode
Q1 p50 Q3 prt t;
var age;

run;




Enquéte mortuaire improvisee : les résultats de PROC MEANS...

Analysis Variable : age

N Minimum Maximum Mean Std Dev Skewness Kurtosis

24 53.00 98.00 84.63 11.15 -1.31 1.68
Analysis Variable : age
Lower 95% Upper 95% Lower Upper Pr> |t
CL for Mean CL for Mean Mode Quartile 50th Pctl Quartile | t Value
79.91 89.34 87.00 81.00 87.00 94.00 <.0001 37.17

« Skewness : <0 = penchée vers la droite avec longue
courbe descendante vers la gauche.

» Kurtosis : >0 = plus pointue que la loi normale.

* Pr>|t] : teste si la variable = 0 et 0.0001 implique que la
probabilité d’avoir une valeur plus extréme que 84,63 est
quasi nulle. La variable n’est donc pas €gale a « 0 ». Ce
qu’indique la tres forte valeur de la t Value = 37.17




L’échantillon suit-il ’esperance de vie calcule
par U’Institut de la statistique -
la procédure TTEST, le code

» /* Uinstruction « h0=82.7 sides=l » demande a SAS de
tester I’hypothese statistique de la probabilité que la
valeur de la moyenne de ’échantillon du journal
comprenne la valeur 82.7 qui est l’espérance
mathématique de vie tout genre confondu calculée pour
’année 2016 et publié par U'Institut de la statistique du
Québec. */

title1 'procedure TTEST sur AGE le 6 octobre 2017;
proc ttest data = work.lesoleil hO = 82.7 sides=l;

var age;

run;



L’ECHANTILLON (84.625) SUIT-IL L"ESPERANCE DE VIE calculé par U’Institut de la
statistique (82.7)- la procédure TTEST, les résultats

Nous allons donc tester la probabilité que 82,7 (la moyenne selon I’ISQ) soit plus
petit que 84,625 (la moyenne de ’échantillon). Ou en d’autres terme, le petit
échantillon comprend-il la valeur 82,7 dans son intervalle de confiance?

N Mean Std Dev Std Err Minimum Maximum
24 84.6250 11.1543 2.2769 53.0000 98.0000
Moyenne 95% CL Mean Ec-type 95% CL Std Dev
84.6250 -Infini 88.5272 11.1543 8.6693 15.6468
DDL Valeur du test t Pr<t
23 0.85 0.7967

Rappel : Dans SAS, le test unilatéral a gauche calcule comme suit :

= M;;nE_r’:o = 82;;3:9625 = —0.853 nombre qui est plus grand que la valeur tabulaire gauche (voir dans un livre de statistiques)

de la loi de Student t;,s = —1.714 pour 23 degrés de liberté.

Que signifie la valeur Pr>|t| égale a 79,67 ?

Tout simplement qu’il y a 79,67% des valeurs comprises sous la courbe de Student (de forme identique a la loi normale) qui
sont a gauche du CENTRE de la courbe (=84.625 que nous testons) et donc, reflétant la distance entre 84,625 et 82,7. En
d’autres termes, la probabilité que 82,7 soit éloigné de 84,625 est de 79,67; si l’échantillon suit une loi de Student.

Or pour accepter de rejeter I’hypothése que les deux moyennes soient égales, il faudrait que cette probabilité calculée soit
plus grande que 95% puisque notre marge d’erreur est de 5% (intervalle de 95%). Par exemple, si nous avions testé une
moyenne de 78 ans plutot que 82.7 ans, la probabilité de trouver une valeur aussi éloignée de 84,625 aurait été de 99,6%; ce
qui nous aurait conduit a rejeter I’hypothése nulle que ’échantillon du journal comprend la valeur 78 ans...



Plaintes au protecteur du citoyen
concernant un centre de contacts



PLAINTES : ANALYSE DE LA SITUATION

Un client influent s’est plaint du fait que durant le premier quart d’heure
suivant ’ouverture a 8 h 30 d’un ministere, il a du rappeler plusieurs fois
mais qu’apres 8 h 45, la ligne était presqu’immeédiate.

A cette heure (entre 8 h 30 et 8 h 45), le centre d’appel recoit environ 1
appel a toutes les 4,5 secondes; ce qui donne 200 appels par quart d’heure.

Si chaque appel dure en moyenne 300 secondes et que la cible du centre est
de répondre a 80% des appels en 180 secondes, la loi d’Erlang demande a de
qu’il y ait au moins 79 préposés aux renseignements. Le centre en prévoit
toujours au moins 80. (les absences sont comblées...)

Le centre ayant un logiciel permettant de mesurer a quelle heure un employé
entre en ligne, un fichier sur les 248 jours d’activités de la derniere année a
été élaboré. Ce qui donne 19 840 heures d’arrivée. Pour chaque heure
d’arrivée, vous faites le calcul (heure d’arrivée moins 8 h 30). Si<0: en
avance. Si > 0 : en retard. Nous effectuons test bilatéral :

HO:H=O
H;: u#0




PLAINTES : RESULTATS DE PROC TTEST SUR

Mean 99% CL Mean Std Dev 99% CL Std Dev
-0.0394 -0.1307 0.0519 4.,9922 4.9284 5.0575

N Mean Std Dev Std Err Minimum Maximum
19840 -0.0394 4.9922 0.0354 -18.4392 19.7697

Selon les résultats, les préposés sont arrivés en moyenne 2 minute 22 (60 X
0.0394)secondes avant 8 h 30. 99% des heures d’arrivée se sont situées entre
8h20et8h31.

DF t Value Pr> |t]
19839 -1.11 0.2664

Le test d’hypothese qui désire démontrer que la moyenne des écarts par
rapport a 8 h 30 est « 0 » indique vraisemblablement que nous pouvons
accepter cette hypothese comme vraie Hy: 1 = 0. De plus, vous pouvez
appeler le Protecteur du citoyen pour lui indiquer a U’intérieur de quelle
limite votre personnel a été présent depuis 1 an et donc, que la plainte de ce
citoyen ne révele pas de mauvaises pratiques de votre centre de contacts.




ANNEXE SUR LA PROCEDURE UNIVARIATE




ANALYSE DES DONNEES DE SORTIE DE PROC UNIVARIATE
appliquée a la simulation de Monte Carlo pour la loi
uniforme - 1ere partie (voir prochaine diapositive)

N
Mean

Std Deviation

Skewness

Uncorrected SS

Coeff Variation

Moments
10000 Sum Weights
0.50005676 Sum Observations
0.00646029 Variance
0.04255611 Kurtosis
2500.98495 Corrected SS

1.29191051 Std Error Mean

10000
5000.56761

0.00004174

-0.0992141

0.4173112

0.0000646




Sortie de PROC UNIVARIATE - 1ere partie

N = 10000 le nombre d’'observations

Sum Weights 10000 = somme des pondérations appliqguées a chaque donnée. Par défaut = 1.
Mean = 0.50005676 = moyenne de la variable

Sum Observations = 5000.56761 (somme de toutes les valeurs de la variable)

Std Deviation = 0.00646029 écart-type

Variance = 0.00004174 variance

Skewness = 0.04255611 = coefficient de disymétrie qui indique ici que I'approximation de la loi
normale est excellente

Kurtosis = -0.0992141 = coefficient d’applatissement qui indique ici que I'approximation de la loi
normale est excellente

Uncorrected SS = 2500.98495 Somme des carrés non corrigée qui a une relation avec la
variance (Variance= (sum of squares -(sum of observations)2/N)/(N-1)). Dans ce probleme,
Variance = (2500.98495 — (5000.5676172/10000))/9999 = 0.00004174

Corrected SS = 0.4173112 Somme des carrés corrigés. Variance = Corrected SS/(N-1) =
0.4173112 /9999 = 0.00004174

Coeff Variation = 1.29191051 = Std Deviation / Mean * 100 = 0.00646029 / 0.50005676 * 100 =
1.29291051

Std Error Mean = 0.0000646 = Std Deviation / N*0.5 = 0.00646029 / 10000™0.5 = 0.00646029 /
100 = 0.0000646




Sortie de PROC UNIVARIATE - 2éme partie

Tests for Location: Mu0=0.5

Test Statistic p Value
Student's t t 0.878612 Pr > |t| 0.3796
Sign M -43 Pr >= | M| 0.3953

Signed Rank S

146552 Pr >= |§| 0.6117

Le Sign test se rapporte a la médiane et est ici
égal a 5000 .

Il est défini comme suit : (Nplus + Nmoins)/2
=(4957-5043)/2 = -43

ou Nplus est le nombre de valeurs plus grandes
que Mu0 et Nmoins est le nombre de valeurs plus
petites que MuO.

La P-value est calculée par le biais d’une
distribution binomiale qui mesure la probabilité
que 50% des observations soient plus petites que
MuO et donc que 50% des observation soient plus
grandes que MuO.

7740.74=Mean / (Std deviation / N*0.5)

=0.50005676/(0.00646029/10000"0.5)
Ce calcul teste ’hypothése que la moyenne de la
variable est égale a 0.

HO : MuO=0
Ha : Mu0>0

La P-value est petite. Ce qui nous indique que la
probabilité d’obtenir une valeur plus extréme est a
peu pres nulle et donc que ’hypothése HO ne peut
étre retenue

Le Signed Rank aussi nommeé test de Wilcoxon est
au-dela de notre matiere Il assume que la
distribution est symétrique par rapport a la
médiane; ce qui n’est pas toujours le cas. La

statistique Z= VMU suit une Normale de

,n(n+1)(2n+1)
6

moyenne 0 et d’écart-type 1 (N(0,1)
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